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1. 概要
Levy-Prokhorov距離: 距離空間上の有限測度間の距離

弱収束の“距離づけ”

(X, d)を距離空間，P = {X上の有限測度}，µ, ν ∈ P
dP(µ, ν) = inf{α > 0. ∀A ∈ ΣX. µ(A) ≤ ν(Aα) + α ∧

ν(A) ≤ µ(Aα) + α}

ただし，Aα =
∪

x∈A ball(x, α)．(P , dP)は距離空間となる．

A
Aα

本研究の形式化
▶ 測度の弱収束(フィルターで一般化されたPortmanteau定理)

▶ 測度の弱収束位相空間
▶ Levy-Prokhorov距離とその性質
▶ Prokhorovの定理と必要な補題: Rieszの表現定理，Alaogluの定理

▶ Prokhorovの定理: 測度列に対する収束部分列の存在性の証明に用いられる
中心極限定理，最適カップリングの存在定理(最適輸送理論)，Sanovの定理等

▶ Rieszの表現定理: 正線型汎函数を積分表示
本の証明[Rudin, 1987]: 9ページ，Isabelle: 約2,100行

▶ 標準ボレル空間上の有限測度がなす可測空間が標準ボレル空間
▶ よい性質を持つ可測空間のクラス
準ボレル空間理論，Disintegration定理などで用いられる

2. 準備
Isabelle/HOLでの距離空間

▶ 型クラス版[Hölzl et.al.,ITP2013]: 型全体上の距離
▶ 集合版[Paulson,2023]: 集合+距離関数
本研究は集合版を利用
Isabelle/HOLでの収束
フィルターによる一般化
(□ −→ □) □ in □ :: (α ⇒ β) ⇒ β ⇒ α filter ⇒ β topology ⇒ bool

lim
n→∞

xn = x ⇐⇒ (xn −→ x) sequentially in R
lim
x→a

f (x) = L ⇐⇒ (f −→ L) (at a) in R
(位相空間が明らかな場合は in以降を省略)

3. 測度の弱収束
フィルターで一般化．証明はF = sequentiallyの時と同じ流れ
測度の弱収束
(µi ⇒wc µ) F

def⇐⇒ ∀f ∈ Cb(X).
(∫

fdµi −→
∫
fdµ

)
F

弱収束の同値な条件(Portmanteauの定理)を形式化した．
測度の弱収束位相: Owc

∀f ∈ Cb(X).(λµ.
∫
fdµ) : P → R が連続になるような最弱の位相

定理: (µi −→ µ) F in (P ,Owc) ⇐⇒ (µi ⇒wc µ) F

4. Levy-Prokhorov距離

定理: (µi −→ µ) F in (P ,OdP) =⇒ (µi ⇒wc µ) F

定理: Xが可分の時，(µi ⇒wc µ) F =⇒ (µi −→ µ) F in (P ,OdP)

系: Xが可分の時，(P ,OdP) = (P ,Owc)
収束の同値性をフィルターで一般化したので，開(閉)集合の収束
による特徴づけを使うことができる．
定理: Xが可分なら(P ,OdP)も可分
定理: Xが可分完備なら(P ,OdP)も可分完備(要Prokhorovの定理)

5. Prokhorovの定理
Γ(⊆ P)が緊密 def⇐⇒ ∀ε > 0. ∃K : compact. ∀µ ∈ Γ. µ(X −K) < ε

r ≥ 0, Pr = P ∩ {µ. µ(X) ≤ r}, Γ ⊆ Prとする
Prokhorovの定理: Xが可分完備の時以下は同値

1. Γが相対コンパクト
2. Γが緊密
「2ならば1」は以下の形で使える．(完備性必要なし)

{µn}n∈N(⊆ Pr)が緊密⇒
∃µnk

:部分列, ∃µ. (µnk
⇒wc µ) sequentially (1)

必要な補題: Rieszの表現定理
X :コンパクトハウスドルフ，正線型汎函数: φ : C(X) → X
i.e. φ(αf + βg) = αφ(f ) + βφ(g) ∧ (f ≥ 0 =⇒ φ(f ) ≥ 0)

とすると一意な測度νがあって以下が成立．
∀f ∈ C(X). φ(f ) =

∫
fdν

必要な補題: Alaogluの定理
Y : 内積ベクトル空間，Y ∗: 双対空間
B∗ = {φ ∈ Y ∗, ∥φ∥ ≤ r}は弱*-コンパクト
欲しい形の証明には集合版ベクトル空間が必要
Isabelle/HOLの集合版ベクトル空間ライブラリは小さい
Y = C(X)の場合のみ証明

6. 標準ボレル空間
P上のσ-代数:ΣP
∀A ∈ ΣX. (λµ. µ(A)) : P → Rが可測になるような最弱のσ-代数
Psprob = P ∩ {劣確率測度}, Pprob = P ∩ {確率測度}
PsprobやPprobは(劣)マルコフ核の定義でも使われる
定理: Xが可分完備ならΣP = σ[Owc]
Levy-Prokhorov距離を用いた証明を与えた
系: Xが標準ボレル空間ならP ,Psprob,Pprobも標準ボレル空間
標準ボレル空間: 可分で完備な距離づけ可能位相空間に生成されるボレル空間
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